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Abstract
I will show how to solve the Schrödinger equation and the Klein-Gordon equation by using hyper-exponential function 
of second-order.

1. The Schrödinger Equation. 
.

  

1 
 

<<  HHooww  ttoo  ssoollvvee  tthhee  SScchhrrööddiinnggeerr  eeqquuaattiioonn  aanndd  
  tthhee  KKlleeiinn--GGoorrddoonn  eeqquuaattiioonn..  >>  
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UUcchhiiddaa  KKeeiittaarroohh  

<<  AAbbssttrraacctt  >>  
II  wwiillll  sshhooww  hhooww  ttoo  ssoollvvee  tthhee  SScchhrrööddiinnggeerr  eeqquuaattiioonn  aanndd  tthhee  KKlleeiinn--GGoorrddoonn  
eeqquuaattiioonn  bbyy  uussiinngg  hhyyppeerr--eexxppoonneennttiiaall  ffuunnccttiioonn  ooff  sseeccoonndd--oorrddeerr..  
  
<<  TThhee  SScchhrrööddiinnggeerr  eeqquuaattiioonn  >>  

𝒊𝒊ℏℏ𝝏𝝏𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 = − ℏℏ

𝟐𝟐

𝟐𝟐𝟐𝟐 𝜵𝜵𝟐𝟐𝝍𝝍 + 𝑽𝑽(𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛)𝝍𝝍 .  − − − ➀➀  
  
II  sseett  tthhee  ffoolllloowwiinngg  ::    
  𝒓𝒓 ∶= {𝒍𝒍𝒍𝒍 + 𝒎𝒎𝒎𝒎 + 𝒏𝒏𝒏𝒏 |(𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛) ∈ 𝑹𝑹𝟑𝟑,  𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝒏𝒏𝟐𝟐 = 𝟏𝟏},  
𝚽𝚽(𝒓𝒓) = 𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒋𝒋

𝟐𝟐{𝒓𝒓, 𝒇𝒇(𝒓𝒓)}   (𝒋𝒋 = 𝟎𝟎, 𝟏𝟏) ,  
𝝍𝝍(𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛, 𝒕𝒕) = 𝒆𝒆𝒊𝒊ℏℏ 𝒕𝒕𝚽𝚽(𝒓𝒓) ..   
  
𝑻𝑻𝑻𝑻𝑻𝑻𝑻𝑻  
( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐) 𝚽𝚽(𝒓𝒓) = (  𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝒏𝒏𝟐𝟐 ) 𝒅𝒅𝟐𝟐𝚽𝚽
𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 = 𝒅𝒅𝟐𝟐𝚽𝚽

𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 = 𝒇𝒇(𝒓𝒓)𝚽𝚽(𝒓𝒓) .  
TThheerreeffoorree,,  
− ℏℏ

𝟐𝟐

𝟐𝟐𝟐𝟐 𝜵𝜵𝟐𝟐𝝍𝝍 = − ℏℏ
𝟐𝟐

𝟐𝟐𝟐𝟐 𝜵𝜵𝟐𝟐 {𝒆𝒆𝒊𝒊ℏℏ  𝒕𝒕𝚽𝚽(𝒓𝒓)} = − ℏℏ
𝟐𝟐

𝟐𝟐𝟐𝟐 𝒆𝒆𝒊𝒊ℏℏ  𝒕𝒕𝒇𝒇(𝒓𝒓)𝚽𝚽(𝒓𝒓) .  − − − ➁➁   
  
TThheerreeffoorree,,  

𝒊𝒊ℏℏ 𝝏𝝏𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 = 𝒊𝒊ℏℏ 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 {𝒆𝒆𝒊𝒊ℏℏ  𝒕𝒕𝚽𝚽(𝒓𝒓)} = −ℏℏ
𝟐𝟐
𝒆𝒆𝒊𝒊ℏℏ 𝒕𝒕𝚽𝚽(𝒓𝒓) .  − − − ③③   

  
FFrroomm  ➀➀ ,,➁➁   aanndd  ③③ ,,  

−ℏℏ
𝟐𝟐

𝒆𝒆𝒊𝒊ℏℏ 𝒕𝒕𝚽𝚽(𝒓𝒓) = − ℏℏ
𝟐𝟐

𝟐𝟐𝟐𝟐 𝒆𝒆𝒊𝒊ℏℏ  𝒕𝒕𝒇𝒇(𝒓𝒓)𝚽𝚽(𝒓𝒓) + 𝑽𝑽(𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛)𝒆𝒆𝒊𝒊ℏℏ 𝒕𝒕𝚽𝚽(𝒓𝒓) ,   

−ℏℏ
𝟐𝟐

𝚽𝚽(𝒓𝒓) = − ℏℏ
𝟐𝟐

𝟐𝟐𝟐𝟐 𝒇𝒇(𝒓𝒓)𝚽𝚽(𝒓𝒓) + 𝑽𝑽(𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛)𝚽𝚽(𝒓𝒓) ,  

{𝑽𝑽(𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛) − ℏℏ
𝟐𝟐

𝟐𝟐𝟐𝟐 𝒇𝒇(𝒓𝒓) + ℏℏ
𝟐𝟐} 𝚽𝚽(𝒓𝒓) = 𝟎𝟎 .    

  
    

𝝏𝝏𝟐𝟐𝝓𝝓
𝝏𝝏𝒙𝒙𝟐𝟐 = 𝒍𝒍𝟐𝟐 𝒅𝒅𝟐𝟐𝝓𝝓

𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐  
𝝏𝝏𝟐𝟐𝝓𝝓
𝝏𝝏𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝒎𝒎𝟐𝟐 𝒅𝒅𝟐𝟐𝝓𝝓

𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐   

𝝏𝝏𝟐𝟐𝝓𝝓
𝝏𝝏𝒛𝒛𝟐𝟐 = 𝒏𝒏𝟐𝟐 𝒅𝒅𝟐𝟐𝝓𝝓

𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐  
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TThheerreeffoorree,,  

𝑰𝑰𝑰𝑰 𝚽𝚽(𝒓𝒓) ≠ 𝟎𝟎, 𝑽𝑽(𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛) − ℏℏ
𝟐𝟐

𝟐𝟐𝟐𝟐 𝒇𝒇(𝒓𝒓) + ℏℏ
𝟐𝟐

= 𝟎𝟎 .  
TThheerreeffoorree,,  

 𝒇𝒇(𝒓𝒓) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 { 𝟏𝟏
ℏℏ

𝟐𝟐 𝑽𝑽(𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛) + 𝟏𝟏} .  

  
∴∴   
𝑰𝑰𝑰𝑰  𝑽𝑽(𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽(𝒓𝒓),  
 𝝍𝝍(𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛, 𝒕𝒕) = 𝒆𝒆𝒊𝒊ℏℏ  𝒕𝒕[ 𝑪𝑪𝟏𝟏𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝟎𝟎

𝟐𝟐{𝒓𝒓, 𝒇𝒇(𝒓𝒓)} + 𝑪𝑪𝟐𝟐𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝟏𝟏
𝟐𝟐{𝒓𝒓, 𝒇𝒇(𝒓𝒓)} ] ,  

𝒇𝒇(𝒓𝒓) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 { 𝟏𝟏
ℏℏ

𝟐𝟐 𝑽𝑽(𝒓𝒓) + 𝟏𝟏}  ..  

  
  
<<  TThhee  KKlleeiinn--GGoorrddoonn  eeqquuaattiioonn  >>  
  

(𝜵𝜵𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝒕𝒕𝟐𝟐 − 𝒎𝒎𝟐𝟐𝒄𝒄𝟐𝟐

ℏℏ
𝟐𝟐 )𝝍𝝍 = 𝟎𝟎 . − − −④④  

II  sseett  tthhee  ffoolllloowwiinngg  ::    
cc  iiss  ccoonnssttaanntt  ,,  vv  iiss  ccoonnssttaanntt  ,,  𝟎𝟎 < 𝒗𝒗 < 𝒄𝒄,  
  𝒓𝒓 ∶= {𝒍𝒍𝒍𝒍 + 𝒎𝒎𝒎𝒎 + 𝒏𝒏𝒏𝒏 ± 𝒗𝒗𝒗𝒗| (𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛, 𝒕𝒕) ∈ 𝑹𝑹𝟒𝟒,  𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝒏𝒏𝟐𝟐 = 𝟏𝟏},  
𝝍𝝍 = 𝝍𝝍(𝒓𝒓)  
𝝍𝝍(𝒓𝒓) = 𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒋𝒋

𝟐𝟐{𝒓𝒓, 𝒇𝒇(𝒓𝒓)}   (𝒋𝒋 = 𝟎𝟎, 𝟏𝟏) .  
  
TThheerreeffoorree,,  
( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝒕𝒕𝟐𝟐) 𝝍𝝍(𝒓𝒓) = (  𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝒏𝒏𝟐𝟐 − 𝒗𝒗𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐 ) 𝒅𝒅𝟐𝟐𝝍𝝍
𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 = (𝟏𝟏 − 𝒗𝒗𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐 ) 𝒇𝒇(𝒓𝒓)𝝍𝝍(𝒓𝒓) .  
FFrroomm  ④④ ,,  

{(𝟏𝟏 − 𝒗𝒗𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐) 𝒇𝒇(𝒓𝒓) − 𝒎𝒎𝟐𝟐𝒄𝒄𝟐𝟐

ℏℏ
𝟐𝟐 } 𝝍𝝍(𝒓𝒓) = 𝟎𝟎 .  

TThheerreeffoorree,,  
𝑰𝑰𝑰𝑰 𝝍𝝍(𝒓𝒓) ≠ 𝟎𝟎, (𝟏𝟏 − 𝒗𝒗𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐) 𝒇𝒇(𝒓𝒓) − 𝒎𝒎𝟐𝟐𝒄𝒄𝟐𝟐

ℏℏ
𝟐𝟐 = 𝟎𝟎 .  

  
  

𝝏𝝏𝟐𝟐𝝍𝝍
𝝏𝝏𝒙𝒙𝟐𝟐 = 𝒍𝒍𝟐𝟐 𝒅𝒅𝟐𝟐𝝍𝝍

𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐   
𝝏𝝏𝟐𝟐𝝍𝝍
𝝏𝝏𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝒎𝒎𝟐𝟐 𝒅𝒅𝟐𝟐𝝍𝝍

𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐   

𝝏𝝏𝟐𝟐𝝍𝝍
𝝏𝝏𝒛𝒛𝟐𝟐 = 𝒏𝒏𝟐𝟐 𝒅𝒅𝟐𝟐𝝍𝝍

𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐   
𝝏𝝏𝟐𝟐𝝍𝝍

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝒕𝒕𝟐𝟐 =
𝒗𝒗𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐
𝒅𝒅𝟐𝟐𝝍𝝍
𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐   

  

3 
 

  
TThheerreeffoorree,,  
𝒇𝒇(𝒓𝒓) = 𝟏𝟏

𝟏𝟏 − 𝒗𝒗
𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐

𝒎𝒎𝟐𝟐𝒄𝒄𝟐𝟐

ℏℏ
𝟐𝟐  .   

∴∴   
𝑰𝑰𝑰𝑰  𝝍𝝍(𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛, 𝒕𝒕) = 𝝍𝝍(𝒓𝒓),  
 𝝍𝝍(𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛, 𝒕𝒕) =  𝑪𝑪𝟏𝟏𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝟎𝟎𝟐𝟐{𝒓𝒓, 𝒇𝒇(𝒓𝒓)}+ 𝑪𝑪𝟐𝟐𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝟏𝟏𝟐𝟐{𝒓𝒓,𝒇𝒇(𝒓𝒓)} ,  
𝒇𝒇(𝒓𝒓) = 𝟏𝟏

𝟏𝟏 − 𝒗𝒗
𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐

𝒎𝒎𝟐𝟐𝒄𝒄𝟐𝟐

ℏℏ
𝟐𝟐  .   

TThheerreeffoorree,,  

𝝍𝝍(𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛, 𝒕𝒕) = 𝑪𝑪𝟏𝟏 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄

(

 
 
√

𝟏𝟏

𝟏𝟏− 𝒗𝒗
𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐

𝒎𝒎𝒎𝒎
ℏℏ
 𝒓𝒓

)

 
 +𝑪𝑪𝟐𝟐 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔

(

 
 
√

𝟏𝟏

𝟏𝟏− 𝒗𝒗
𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐

𝒎𝒎𝒎𝒎
ℏℏ
 𝒓𝒓

)

 
  .  

  
＜＜   RReeffeerreenncceess  ＞＞   
・・HHyyppeerr  EExxppoonneennttiiaall  FFuunnccttiioonn..  
・・HHooww  ttoo  GGeenneerraattee  tthhee  HHyyppeerr  EExxppoonneennttiiaall  FFuunnccttiioonnss..  
・・HHooww  ttoo  eexxeeccuuttee  rreeppeeaatteedd  iinntteeggrraall  ttoo  ggeenneerraattee  hhyyppeerr--eexxppoonneennttiiaall  ffuunnccttiioonnss..  
  

  

3 
 

  
TThheerreeffoorree,,  
𝒇𝒇(𝒓𝒓) = 𝟏𝟏

𝟏𝟏 − 𝒗𝒗
𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐

𝒎𝒎𝟐𝟐𝒄𝒄𝟐𝟐

ℏℏ
𝟐𝟐  .   

∴∴   
𝑰𝑰𝑰𝑰  𝝍𝝍(𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛, 𝒕𝒕) = 𝝍𝝍(𝒓𝒓),  
 𝝍𝝍(𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛, 𝒕𝒕) =  𝑪𝑪𝟏𝟏𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝟎𝟎𝟐𝟐{𝒓𝒓, 𝒇𝒇(𝒓𝒓)}+ 𝑪𝑪𝟐𝟐𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝟏𝟏𝟐𝟐{𝒓𝒓,𝒇𝒇(𝒓𝒓)} ,  
𝒇𝒇(𝒓𝒓) = 𝟏𝟏

𝟏𝟏 − 𝒗𝒗
𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐

𝒎𝒎𝟐𝟐𝒄𝒄𝟐𝟐

ℏℏ
𝟐𝟐  .   

TThheerreeffoorree,,  

𝝍𝝍(𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛, 𝒕𝒕) = 𝑪𝑪𝟏𝟏 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄

(

 
 
√

𝟏𝟏

𝟏𝟏− 𝒗𝒗
𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐

𝒎𝒎𝒎𝒎
ℏℏ
 𝒓𝒓

)

 
 +𝑪𝑪𝟐𝟐 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔

(

 
 
√

𝟏𝟏

𝟏𝟏− 𝒗𝒗
𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐

𝒎𝒎𝒎𝒎
ℏℏ
 𝒓𝒓

)

 
  .  

  
＜＜   RReeffeerreenncceess  ＞＞   
・・HHyyppeerr  EExxppoonneennttiiaall  FFuunnccttiioonn..  
・・HHooww  ttoo  GGeenneerraattee  tthhee  HHyyppeerr  EExxppoonneennttiiaall  FFuunnccttiioonnss..  
・・HHooww  ttoo  eexxeeccuuttee  rreeppeeaatteedd  iinntteeggrraall  ttoo  ggeenneerraattee  hhyyppeerr--eexxppoonneennttiiaall  ffuunnccttiioonnss..  
  

2. The Klein-Gordon Equation.
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